


















































































　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　 Mmn（X， f） ＝
　　　　　　　　　　　　　　　Dmf　Dm＋lf　．．．　Dm＋n－lf
ここで、D惇＝∫㈹（gc）／k！と定義する。その時、　Braessによって次のこζが示された［1］。
　⑮x∈［α，b］においてMmn（x，ノ）が正定値ならば、α＝Xo＜Cl＜…＜コじ㎡柳＿2＝bを
　　補間するrm＿1，n＿1（X）は［XO，Xm＋n．．2｝で連続である。
　この条件を満足する例として次の例を示す。
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例3
関19t　f（x）＝10g＠＋2）の有理関数補Fes　ri，i（x）を求める事を考える。ここで、　m＝2，n＝
2，　x∈［一1，1］とおいて、M22（謬，109（x＋2））を求める。
　　　　　　　　　一g一（　　　1　　　　　　　　　1　　iMtT　一rm2（x＋2）　　　　1　　　　　　　1一？2；7＝r7SY：r（x＋2）　rm3（x＋2））
この行列の固有値は、
　　　　　　　1｛応＋x皐2球脚2発＋諄、）2ぜ罪｝
であり、M22（¢，10g（x＋2））はx∈［一1，1｝では正定値である。従って、有理関数補間r1，1（x）
はx∈卜1，1】で連続である。例えば、
　　　　　　　　　　　　　　　xo　＝＝　一1，xl　＝＝　O，　x2　＝：l
　　　　　　　　　　　　f（xo）　＝＝　0，f（xD　＝＝　log　2，f（x2）　＝：　log　3
を補間する有理関数は、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　log　2　log　3（x　十　1）　　　　　　　　　　　　　rl，1（x）　＝＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　（21092－log　3）x十log　3
である。従って、有理関数補間は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lg．gLl｝，一g　T3一　．．，一一3．s’
　　　　　　　　　　　　　　x　＝＝　一　　　　　　　　　　　　　　　　　2　log　2　一　log　3
に極を持つので、［一1，11で極を持たない。
4。補間区間に極を持たない有理関数補間
　補聞区間［α，b］に極を持たない有理関数近似の方法が提案されている圖。基本的な考え方
について示す。次の多項式を考える。
補題1（Berrut）
α＝Xo〈Xl＜…＜XM＝bをM＋1個の点とする。その時、
　　　　　　　　　　　　　　　9M　（x）一ゆ）嵩諾
は∀X∈Rで零点を持たない。ここでご（X）＝（X一．XO）（X一．X1）…（X一．XM）であり、　Rは実
数を表す。
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この多項式を分母の多項式とする有理関数補間を次のように得ることができる。
定理2（Berrut）
有理関数、
　　　　　　　　　　姻一二鴛一二ψ　（4）
は関数f（x）をXle，k　・0，…，Mで補間し、実軸上で極を持たない。
5。Berrutによる有理関数補間とHR：FAとの比較
　実際に例題を用いてBerrutによる有理関数補間（（4）式）による補間を求める。
例4
ノ（x）＝　x2eXを考える。
　　　　　　　　　　　　　　　xo　＝　一1，　xl　＝＝　O，　x2　＝＝　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　f（xo）　＝＝　“，f（xi）　＝　O，　f（x2）　＝e
　　　　　　　　　　　　　　　　　e
を与えた場合、
　　　　　　　　　　　　　　　　　（e　＋　e－i）x2　＋　（e　一　e－i）x
　　　　　　　　　　　　　r2，2（x）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x2　十i
が得られる。極は補間区間上には現れない。
　しかし次に示すように数値誤差が問題になる。
　例えば、ノ（x）　＝　thを考える。次の13点を与えて補間を行う。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　ci　＝：　一1　＋　6i，i　：O，1，…，12
但し、関数値ノ（Xi）は倍精度浮動小数による近似値を与える。（4）式による有理関数補間は
　　　　　Pi2（X）r12，12（X）　＝
　　　　　　qi2（x）
　pi2（x）　＝　s．70　×　lo3xi2　十　1．so　×　lo3xii　一　7．7s　×　io3xiO　一　2．sl　×　lo3x9　十　3．g7　×　lo3x8
　　　　　＋127×103ωL7・46×102　l16・一・2・51×102x5ナ82・5x4＋21・4x3＋6・64x2
　　　　　－O．0148x　十　1．41
卿）一4・20×103x’2　一　S・72　×　103x’o＋2・93×103x8－5・5・×102x6＋6・03×101x4
　　　　　十4．6gx2　十　i．oo
となる。（2）式を用いた有理関数補間は、
　　　　　　7．s6　×　lo“一5x6　十　o．oo42gx5　十　o．0671x4　十　O．452x3　十　1．4sx2　十　2．33x　十　1．41
r6・6（x）　＝　zi；i．Sl；rt6Eigii3－ts666tiEli’5W．　i6i6．E　’oio66766ilis　16．6igEiii4　＃6．iisii316iESi，，2i　Mfi6，，’＋一Vii60
48　ProceediBgs　of　the　Risa　Censortium　1997
　である。r12，12（X），r6，6（X）は補間区間［一1，1］に極はない。次のように誤差を評価する。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　£，9・g，　lf（xi）　一　r．，n（xi）l
　　　　　　　　　　　Uf（x）一rm，n（¢川　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　loe
但し、ここで銑＝一1＋2／99×iである。この時、誤差は次のようになる。
　　　　　　　　　（4）式による補間　　Uf（x）一　r12，12（5C）1｛＝・O．0123
　　　　　　　　　（2）式による補間　llf（x）一．r6，6（x）ll＝421×10－14
この：場合、古典的な有理関数補間（（2）式による補間）の方が誤差が小さな有理関数近似が得
られる。
　しかし、有理関数補間は高次になると不必要な特異点を持つ。同様にV2’　FZEを補間するこ
とを考える。次の23点を与えて補間を行う。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　跡一1＋♂乞＝0，1デ9●，22
（4）式による有理関数近似は
　　　　　　　　　P22　（X）
　　　r22，22（X）　＝＝
　　　　　　　　　q22（x）
　　　　p22（x）　＝：　6．95　×　107x22　一1一　2．os　×　lo7x2i　一　2．ls　×　lo8x2e　nv　6．34　×　lo7xi9
　　　　　　　　　十2．7s　×　lo8xi8　十　s．22　×　lo7xi7　一　1．gs　×　lo8　ci6　一　s．77　×　lo7xi5
　　　　　　　　　十8ユ0×107xi4十2．40×107xi3－2．04×107x12－6．05×1．06x11
　　　　　　　　　十3．og　×　io6xie　十　g．is　x　iosx9　一　2．66　×　io5x8　一　zgo　×　io4x7
　　　　　　　　　十1．23　×　104x6　十　3．57　×　103x5　一　1．52　×　102x4　一　65．2x3　十　16．lx2
　　　　　　　　　十〇．721x　十　1．41
　　　　q22（x）　＝＝　5．11　×　107x22　一　1．5s　×　lo8x20　十　2．04　×　lo8xi8　一　1．43　×　lo8xi6
　　　　　　　　　十s．gs　×　io7xi4　一　i．so　×　io7xi2　十　2．27　×　io6xie　一　i．gs　×　io5x8
　　　　　　　　　十9．02×103x6一一1ユ4×102x4十11．4x2十1．00
となる。この有理関数は実軸上に極を持たない。（2）式を用いた有理関数補間は、
　　　　　　　　　　　　　　Pii（X）　　　　　　　　rll，11（X）　M一
　　　　　　　　　　　　　　伽（x）
　　　　　　　　　pH（x）　＝＝　o．Oo120xii　十　o．0467cviO　十　o．437x9　十　o．gos，c8
　　　　　　　　　　　　　　－3．49x7　一　IO．4x6　十　17．4x5　十　57．5x4
　　　　　　　　　　　　　　－8．6ex3　一　59．9x2　十　14．6x　十　1．41
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Fig．1．　Ratiollal　Interpolation　rii，ii（x）
　　　　　　　　　gi2（x）　＝：　O．OOOO760xii　十　o．oog24xiO　十　o．lss．9
　　　　　　　　　　　　　十〇．665x8　一　O．808x7　一　7．19x6　十　3．3gx5
　　　　　　　　　　　　　十37．s　c4　十　s．43x3　一　4tcl，．sx2　十　10．lx　十　1．00
ここで、r11，11（x）は、Fig．1に示すようにx　fy　o．881，一〇．0743，0．338に不必要な極を持つ。
近似的GCDのパラメータのcutoff値は実験的に。＝IO－3とおく。HRFAを求めると有理
関数補間に対し3次低い次の有理関数近似が得られる。
　　　　　　　　　　　　P8（X）　　　　　　　rs，s（x）　＝　　　　　　　　　　　　9s（X）
　　　　　　　　ps（x）　＝　O．OOOO266x8　十　o．oo106x7　十　o．olog．6　十
　　　　　　　　　　　　〇．0323x5　一　o．0426x4　一　o．2s6x3　十　o．0660x2　十
　　　　　　　　　　　　1．41x　十　1．41
　　　　　　　　qs（x）　＝　1．68　×　10nt6x8　十　o．ooo206x7
　　　　　　　　　　　　十〇．oo372x6　十　o．olsgx5　十　o．oo301x4　一　o．160x3
　　　　　　　　　　　　－O．109x2　十　O．746x　十　1．00
得られたrs，8＠）はFig2に示すように補間区間に極を持たない。しかし、近似的GCDによる
ずれが関数値との問に生じる。この場合、最大のずれは、maxd　f（Xi）　一　rs，s（Vi）1＝1．11×10　14
である。
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Fig．2．　HRFA　rs，s（x）
各近似に対し誤差を評価する。
（4）式による補間
（2）式による補間
　　HRFA
　iげ（x）一722，22＠川・O．00668
｛げ（x）一顎，11（x）ll＝・4ユ1×10－15
11f（x）　一　rs，s（x）II　＝　s．7s　×　io－i5
古典的な有理関数補間（（2）式による補間）の誤差が最も小さいが、補間区間内に極を持つ。
それに対し、HRFAが次数の低い連続な近似を与える。
　Berrutは、三角関数を用いた有理関数補間により、（4）式の数値誤差に対する改良を加え
ている［3］。しかし、数値数式融合計算を考えた場合、高次の多項式や三角関数等を含んだ数
式を扱うことは実用上困難である。
　また、補間の重みに関するノルムを最小にすることで（4）式の数値誤差の改良が考えられ
ているが、例としてRungeの関数等により与えられるデータ列の場合、大きな改善は得られ
ていない［4］。一方、我々のHR臥による方法はそのような場合でも次数の低い高精度な近
似を与えるという利点がある18］。
　但し、例題では等間隔の点を補間したが、例えば補間する点としてチェビシェフの多項式
の零点を考える場合、Berrutによる有理関数補間［3］により高精度な近似を求める事ができ
ることを付記する。
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6．まとめとHR：FAにおける連続性の条件の考察
　本論では、有理関数補間が補間区間で極を持つ問題に対し、従来提案されている方法とそ
の問題点を述べた。古典的な有理関数補間に対し、有理関数補間が補間区間で極を持たない
条件を与えている国。しかし、条件が満たされない場合は有理関数補間が補間区間内に極を
持つ可能性がある。Berrutによる有理関数補間［3］は実軸上で極を持たないことが保証され
ているが、数値誤差が問題とされている。これに対し、HRFAは、離散データ近似の一手法
として、次数の低い高精度の近似を与えることを示した。
　HR：FAでは不必要な極を取り除いた結果、関数値とHRFAの値にずれを生じるが、得ら
れる近似は補間区間において連続になる。つまり、ずれを各点に与えると有理関数近似の連
続性が保証できる。そこで、
⑪微小なずれδ諺各f（Xi）に加えた時、どのようなδ適加えれば、　f（Ci）＋δiの有理関数
　近似が連続になるか
の検討が課題として考えられる。
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